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Fundamentos de la probabilidad

Ernesto A. Sdnchez S,

Mises, Richard von. Probability, Statistics and Truth. New York: Dover
Fublications, 1957. Segunda edicion en inglés preparada y revisada por Hil-
da Geringer.

En ¢l transcurso del primer tercio de este siglo se formularon varias res-
puestas al problema de los fundamentos de la Probabilidad.! En 1917, el
matemditico ruse Bemnstein publicd un conjunto de axiomas para esta
disciplina [vedse Maistrov 1967]; en 1919, Richard von Mises presenta,
por su parte, otra fundamentacidn de 1a teoria a partir de o que se ha
Ilamado el enfoque frecuentista de la probabilidad; en 1921, John May-
nard Keynes [1921] aborda ¢l problema desde otra Optica, la cual se
acerca a la llamada escoela subjetivista; finalmente, ¢l enfoque predo-
minante en nuestros dias fue logrado por Kolmogorov en 1933 [véase:
Mathesis 4{1988) 153-488].

Probability, Statistics and Truth ¢s un hibro de divalgacion en que el
autor expone los concepios bdsicos v las ideas filosoficas de su propues-
ta de 1919, 1a cual desarrolls en las décadas subsiguientes. La primera
edicidn se publicd en alemdn en 1928, una segunda edicidn aparecid en
1939 y la tercera edicién en 1951, En ésta, el autor suprime algunas
discusiones dadas en las ediciones anteriores y afiade nuevos clementos,
teniendo en cuenta las criticas a su teoria asi como ¢l desarrollo de fa
disciplina alcanzado en el tiempo transcurmido desde la primera edicién.
Resefiaremos aqui Ia traduccidn inglesa de la tercera edicidn.

Algunas de las razones por las cuales pensamos gue es importanie re-
sefiar este libro son de caricter educativo. A pesar de que el aparato mate-
médtico creado por von Mises ha sido actualmente superado, Ia discusion
cn torno a sus postulados bdsicos hace més comprensibles y sefiala las di-
ficultades que subyacen en teoremas importanies de la aproximacion mio-
derna de Kolmogorov? Desafortunadamente, los textos modernos
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enfatizan 1os aspectos puramente matemdticos v tocan s6lo tangencial-
menie agquellos gue en la versidn de von Mises son fundamentales. Micn-
tras en los textos modemos los aspectos fundamentales de von Mises son
meros ejemplos, en el libro que resefiamos dichos aspectos pretenden ser
la interpretacidn cientifica del modelo matemidtico del azar.

31 bien es cierto que en un sentido matemitico el problema de 1a fun-
damentacion de la probabilidad esta resuclto, ¢l de la validez de 1as infe-
rencias estadisticas todavia origina mucha discusion [cfr. Hacking 1967 v
Bartlett 19701, al interior de ella, una corriente de estadisticos se mantie-
nen en posiciones frecuentistas y, en cierto sentido, rehabilitan los argo-
mentos de von Mises.

El libro estd dividido en seis lecciones: T La definicion de probabilidad.
IT Los elementos de Ia teoria de 1a probabilidad. I Discusion critica de
los fundamentos de la probabilidad. IV La ley de los grandes nimeros. V
Aplicaciones en estadistica y la teoria de errores. VI Problemas estadisti-
cos en la fisica

Aqui nos concentraremos fundamentalmente en las primeras cuatro
lecciones. En la primera de ellas, von Mises expone ¢l propdsito del li-
bro:

... demostrar que, comenzando de observaciones estadisticas y aplicindo-
les un claro y preciso concepto de probabilidad, es posible llegar a con-
clusiones que son tan confiables v ‘verdaderas’, v practicamente tan
datiles como las oblenidas en cualquier otra ciencia exacia {p. 1).

En su sentido técnico, la probabilidad serd una propiedad de una cla-
s¢ particular de fendmenos observables: 10s reperitivas, es decir, Jos que
se repiten bajo 1as mismas condiciones, y los masives, aquellos que es-
tin formados por un ndmero muay grande de procesos semejantes. Por
ejemplo, lanzar una moneda es un fendmeno repetitivo, lanzar un mi-
Hlén de monedas e un fendmeno masivo.

En cada prueba de un fendmeno repetitivo o en cada proceso de uno
Misivo, s¢ observa si se presenta cierio atributo de un conjunto de posi-
bles atnibutos; el cociente del nimero de veces en que se manifiesta di-
cho atributo entre el total de observaciones efectuadas es la frecuencia
refative del atmbuto en estudio. En muchos fendmenos de la realidad se
ha verificado que las frecuencias relativas de los atributos tienden a es-
tabilizarse alrededor de un ndmero, el cual serd lamado su probabi-
lidad.
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Von Mises propone Io gue €] llama colectivo como el objeto mate-
mitico ideal que recoge las propicdades de un fendmeno repetitivo o
masivo. Un colectivo es “una socesidn [infinita] de procesos o eventos
uniformes, los cuales difieren por ciertos atributos observables™ que sa-
tisface los siguientes dos postulados: 1) Ias frecuencias relativas de cada
atributo convergen; ¢l limite de 1a frecuencia relativa de un mnbum es
su probabilidad. 2) Cualguier subsucesion “elegida por Iug::u' mantic-
ne las mismas probabilidades para los mismos atributos. Una subsuce-
sidn elegida por lugar es aquella cuyos elementos se ehgen de la
original mediante una férmula que depende de La posicidn del elemento
elegido y no de su atributo; por ejemplo, una seleccidn por lugar pucde
ser “elegir los elementos en las posiciongs numeradas con nimeros pri-
mos™; también es permisible elegir teniendo en cuenta atnbutos, pero
no del elemento ¢legido, sino de las pruebas hechas antes de €l por
ejemplo, “elegir cada ¢lemento que siguc inmediatamente después de
las prucbas en que ocurra el atributo X, pero no es valido “clegir los
elementos con el atnbuto X",

Una vez que von Mises ha definido sus conceptos fundamentales,
colectivo v probabilidad, en la segunda leccidn describird las operacio-
nes fundamentales que se pueden realizar con los colectivos. Aclara que
¢l problema de 1a teoria de la probabilidad es partir de ciertos colectivos
dados y derivar de ¢llos nuevos colectivos y sus probabilidades. Hay s6-
lo cuatro maneras de generar nuevos colectivos de colectivos dados, las
cuales se llamarin operaciones fundamentales: seleccidn, mezels {mi-
xing), particidn, ¥ combinacidn.

Desde el punto de vista educativo la tercera v cuarta lcrcinﬁcs 0N
las mds interesantes, aunque cada una por motivos diferentes. tn ia ter

cera, von Mises apunta las dificultades insuperables de la coria clasica
y expone y enfrenta las objeciones a so propia teoria. Llamamos 2 atcn-
cidn sobre la actitud reacia de von Mises a aceptar la criticas més fuer-
tes, las cuoales se centran alrededor del concepto de colectivo. Los
célculos en la teoria de von Mises se hacen sobre sucesiones infinitas y
los resultados son vilidos para sucesioncs infinitas, aungue en las apli-
caciones sdlo es posible considerar “sucesiones’ ﬁmlas por lo que no
hay mancra de verificar experimentalmente la teoria. * A esta critica me-
todolGgica von Mises responde con analogias: las series infinitas y los
limites son conceptos ideales de Ia teoria, como punto y recta en geo-
metrfa; 1a dificultad de evaluar probabilidades en la prictica es 1a mis-
ma que medir otras cantidades fisicas, como la densidad de un medio no
homogéneo o el peso especifico de una sustancia, estas medidas son de-
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finidas mediante: procesos limite v nada impde gue se puedan aproxi-
mar satisfactoriamente para Las aplicaciones.

{ira ohiecion dificil de enfrentar es la dirigida contra el postulado de
aleatoriedad. La cuestion ¢s guc no se proporciona una sola serie que
cumpla dicho postulado. En su primera publicacidn en 1919, von Mises
apuniaba:

... la existencia de un colectivo no puede probarse por medio de la cons-
truccidn analitica real de un colective, de manera similar a, por ejemplo,
la prucha de la existencia de funciones continuas no diferenciables en
ningin punfo. cuya prochs consiste en exhibir una funcidn con tales pro-
piedades. En el caso de colectivos, debemos estar salislechos con su exis-
tencia ‘lgica’ abstracta. La prueba de esta "existencia’ es 1a posibilidad
de operar con ¢l coneepto sin dar origen a contradicciones (p. 88).

Por ¢jemplo, no se puede construir un colectivo de ceros ¥ unos con
reglas comio: “en tal v 1al luear se pone cero ¥ en otros une™; pues ¢sia
regla serviria para elegir solamente una ser¢e mhnia de ceros v, por
tanio, ¢sta Bltima no conservaria el limite de las frecuencias, 1o cual vio-
la el postulado de aleatoriedad. S fuera posible formar sucesiones de
observaciones (de un [endmeno aleatono), de cualguier manera seria
imposible probar su “insensibilidad contra toda seleccidon de lugar™,
pucs no estamos en posicion de poder enumernar todas 1as selecciones de
lugar.

Yon Miscs realirma gue no es necesario exhibir un colectivo, sino
probar gue postular su existencia no conduce a contradicciones. Un re-
sultado que responde a este problema fue probado  desde distintos pun-
tos de vista por varios autores: R, Dirge, A. H. Copeland. A. Wald vy W,
Felier; dicho resultado dice que: mientras se restrinja el conjunto de po-
sibles sclecciones de lugar a un nidmero a lo mds numerable, no hay po-
sibilidades de que, por ese supuesto, una teoria lleve a contradiccidn,

Von Mises no parece darle importancia al salto que hay entre “roda
seleccion de lugar”™, como lo refiere al principio, ¥ un nidmero g lo mds
numerable de cllas. La diferencia entre las dos formulaciones nos lleva
a preguntarnos  sobre lo que quiere decir von Mises cuando  habla de
“toda seleccion de lugar™, pues cualquier subsucesion de 1a sucesion de
log naturales puede ser considerada coma seleccion de lugar. El conjun-
to de lales subsucesiones ¢s no-numerable v, evideniemente, no existe
ninguna sucesion que cumpla el segundo postulado de von Mises pam
este conjunto de selecciones. No obstante, esta caracterizacion de sclec-
cion de logar no parece ser lo que von Mises entiende por ello, pues,
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aparenfemente, considera Ias seleciones de lugar determinadas por [dr-
mulas explicitas (p.87); pero esta definicion cs inmancjable.

Tambiénanolamos gue la solucion encontrada ai restringir Las posibles
selecciones de Jugar a un mimero numerable de ellas, evidentemente re-
fleja el punto de vista de 1a Teoria de Ta Medida v, por tanto, el enfogue
que llevd a la axiomatizacion de Kolmogorov. Sin embargo, pareceria
que von Mises no reconoce en este enfogque la solucion a problemis que
su modelo plantea, pues, para von Mises, lis investigaciones de Kolmo-
2Orov

.. no constituyen los fundamentos de la probabilidad, sino les funda-
menios de la teoria matemadtica de las distrbociones |...]. De acuerdo con
nuestro punto de visia, este sistema de axiomas [de Kelmogorov] no pue-
de tomar el lugar de nuestro mtento en clarhicar v delimitar el concepto

de probabilidad {p. 99).

La discusion dada en la leccion anierior es suficiente pam recomen-
dar 1a lectura del libro si se estd interesado en captar Ta transicidn de una
probabilidad que enfatiza los aspectos empiricos e intuilivos hacia el
enfoque matematico abstracto; el intento de von Mises trata de conciliar
esos dos aspectos y a través de sus piginas podemos ser testigos de las
dilicultades para realizar esa aspiracion. Log interesados en la enseiian-
#a procuramos frecueniemente conciliar los aspecios intuitivos de los
conceptos con sus formulaciones abstractas.

En Ia cuaria leccidn, von Mises aborda el problema del significado
de la ley de los grandes ndmeros, la cual ha cansado mucha conlusidn,
especialmente en su relacidn con la teoria frecuencial de probabilidad.
Aclara la confusion que frecuentemente se da {ain hoy) entre 1a ley em-
pirica acerca de la estabilidad de las frecuencias v [a proposicion mate-
muitica probada por Bernoulli. A una gencralizacion de ésta y a aguella,
Poisson las llama indistintamente ley de los grandes nimeros. Resulta
ilustrativa la solucidn que propone von Mises, en la que enfatiza la ne-
cesidad de suponer sus propios posiulados.

Las altimas dos lecciones abordan lo que para von Mises son las dos
aplicaciones mds importantes de Ia probabilidad: problemas de estadist-
cas sociales y problemas del modelo probabilistico para explicar leyes de
fa fisica, cucshiones gue ain despiertan el interés de muchos cientificos.

Se logra comprender y apreciar el valor de una teoria cuando se co-
noce ¥ se distinguen los esfucrzos realizados que 1a hicicron posible;
pero €stos no son (an solo aquellos que fueron coronados con ¢l éxito.
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Por ¢l contrario, 1os logros no son concebibles sin muchas exploracio-
nes previas. Este libro de von Mises nos aynda a comprender el signifi-
cado probabilistico de muchos problemas de 1a teoria moderna de las
probabilidades, asi como los problemas filosdficos que aan siguen
abiertos de la aplicabilidad de inferencias estadisticas.

MNotas

1. En el sexto problema de su conferencia de 1900, titulado “Tratamiento matemdtion
de los axiomas de la fisica”, Hilhert incluyd el problema de 1a axiomatizacion de la Teoria
de Probahilidades.

2. Por gjemplo, Feller comenta: “asi, los dos teoremas juntos [la ley fuerte de los gran-
diss pdmeros y el teorema de Ta imposibilidad de sistemas de apuestas] describen las pro-
piedades fundamentales de aleatoriedad qoe son inherenlcs a la nocidn inluitiva de
probabilidad y cuya importancia fue enfatizada por von Mises™ [Feller 1968, 204],

3. Traduzoo “place scleetion™ como “eleccidn por lugar” o “seleccion de lugar™

4, Para ura discusion amplia ¥ relativamente actual, vedse Hacking 1965,
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